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Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü îáùåãî ðàâíîâåñèÿ
ïðè íàëè÷èè ðûíêà àêöèé

Àíäðèÿøèí À.Â., Ïîñïåëîâ È.Ã., Ôîì÷åíêî Ä.Ñ.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Öåëü ðàáîòû – èçó÷åíèå âîïðîñà î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïå-
ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå. Ðàññìîòðåíà ìîäåëü ýêîíîìèêè, â
êîòîðîé äåéñòâóþò äâà àãåíòà: ôèðìà-ïðîèçâîäèòåëü è ñîáñòâåííèê-
ïîòðåáèòåëü, êîòîðûå àãðåãèðîâàííî ïðåäñòàâëÿþò ïðîèçâîäñòâåííóþ
è íåïðîèçâîäñòâåííóþ ñôåðû ýêîíîìèêè. Ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøåíèå
çàäà÷è ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Èññëåäîâàíà ýôôåêòèâíîñòü
ðàâíîâåñèÿ è ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, ïîëó÷àþ-
ùèõñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ ôèðìû
è ñîáñòâåííèêà.

Ââåäåíèå

Îñíîâîé áîëüøèíñòâà ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè ñëóæèò ïî-
íÿòèå ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ
ðàâíîâåñèÿ íå âûçûâàåò îñîáûõ çàòðóäíåíèé, íî êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê ýêîíîìè-
÷åñêîé äèíàìèêå, ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ðàâíîâåñèÿ âûçûâàåò õîðîøî èçâåñòíûå
òðóäíîñòè. Òðóäíîñòè ýòè ïðîèñòåêàþò èç òîãî, ÷òî â äèíàìè÷åñêîé ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìå ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ñóáúåêòîâ îêàçûâàþòñÿ çàâè-
ñÿùèìè íå òîëüêî îò òåêóùèõ çíà÷åíèé èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ (öåí, ïðî-
öåíòîâ, êóðñîâ), íî è îò çíà÷åíèé ýòèõ ïîêàçàòåëåé, îæèäàåìûõ â áóäóùåì. Ñðå-
äè ðàçëè÷íûõ îïèñàíèé äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [7] âûäåëÿåòñÿ ñâîåé ïîëíîé
ñàìîñîãëàñîâàííîñòüþ ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòà ìîäåëü ïðåäïîëàãà-
åò, ÷òî ýêîíîìè÷åñêèå àãåíòû â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîãëàñóþò íå òîëüêî
òåêóùèå, íî è âñå áóäóùèå çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ – öåí, êóð-
ñîâ, ïðîöåíòîâ è ò. ï.

Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñòðîèòñÿ ïî ñëåäó-
þùåé ñõåìå:

• Âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåò òåêóùèå è áóäóùèå ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå íà ìàòåðèàëüíûå áëàãà è ôè-
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íàíñîâûå èíñòðóìåíòû òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé ôóíêöèîíàë ïîëåçíîñòè
ïðè ïðèñóùèõ àãåíòó òåõíîëîãè÷åñêèõ è èíñòèòóöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ è ïðè
èçâåñòíûõ òåêóùèõ è áóäóùèõ çíà÷åíèÿõ èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ, çàäàí-
íûõ êàê ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

• Ôàêòè÷åñêîå ïðîèçâîäñòâî è ðàñïðåäåëåíèå áëàã, à òàêæå ôàêòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ â òåêóùèé è âñå áóäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ òðå-
áóåòñÿ ðåøèòü íåñêîëüêî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåîïðåäåëåííûìè ïå-
ðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè (èíôîðìàöèîííûìè ïåðåìåííûìè), à ïîòîì íàéòè ýòè èí-
ôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðåøåíèé óêàçàííûõ îïòè-
ìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Ïîäîáíîãî ðîäà ìîäåëè ñèñòåìàòè÷åñêè ïðèìåíÿëèñü äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷-
íûõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íàïðèìåð [6] è [8]. Îäíàêî ïîèñê ìåæâðåìåí-
íîãî ðàâíîâåñèÿ – òðóäíàÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à, è ïðèìåðîâ
èññëåäîâàííûõ äî êîíöà ìîäåëåé ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ èçâåñòíî íåìíîãî,
íàïðèìåð â [6] è [8] ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëü-
êó ìû ïëàíèðóåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ïîäîáíûå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïå-
ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, çäåñü íàõîäèì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïóñòü è íà î÷åíü óï-
ðîùåííîé ìîäåëè.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìåæâðåìåííîå ðàâíîâåñèå â îäíîïðîäóêòîâîé
ìîäåëè ýêîíîìèêè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ àãðåãèðîâàííûõ àãåíòîâ: ïîòðåáèòåëÿ-ñîá-
ñòâåííèêà è ôèðìû-ïðîèçâîäèòåëÿ. Îñîáåííîñòü ìîäåëè â òîì, ÷òî â íåé èçó÷à-
åòñÿ ðàâíîâåñèå íå òîëüêî íà ðûíêå òîâàðîâ, íî è íà ôîíäîâîì ðûíêå. Ðàäè òîãî,
÷òîáû èññëåäîâàòü ìîäåëü äî êîíöà, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ðûíîê ðåñóðñîâ, ò.å. èã-
íîðèðóåì íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü â ïðîèçâîäñòâå òðóä è ïðèðîäíûå ðåñóðñû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìåæâðåìåííîì ðàâíîâåñèè

1.1. Îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìèêè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ðûíî÷íàÿ ýêîíîìèêà áåç ó÷àñòèÿ ãîñóäàðñòâà, â
êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ åäèíñòâåííûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò, êîòîðûé â ðàâíîé ìåðå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå. Åäèíñòâåííûì ôàêòîðîì
ïðîèçâîäñòâà ñëóæàò êàïèòàëüíûå çàòðàòû òîãî æå ñàìîãî ïðîäóêòà. Äëÿ ïðîñòîòû
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ ëèíåéíîé, à êàïèòàëüíûå çàòðàòû – îáðà-
òèìûìè. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ýêîíîìèêè îïèñûâàåòñÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè1),
ïðè÷åì âðåìåííîå ðàâíîâåñèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîíå÷íîì, íî äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì ïåðèîäå âðåìåíè [ ]0,T .

Â îïèñàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îñíîâíîé ìàêðîýêîíîìè÷åñêèé áàëàíñ ïðèîá-
ðåòàåò âèä:

(1.1) ( ) ( ) ( )Y t C t b Y t
t

∂
= +

∂
,

                                          
1) Ìû ïðèíèìàåì íåïðåðûâíîå îïèñàíèå ïîòîìó, ÷òî ðåøàòü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

àíàëèòè÷åñêè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ñóùåñòâåííî ëåã÷å, ÷åì â äèñêðåòíîì.
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ãäå ( )Y t  – ÷èñòûé âûïóñê (ðåàëüíûé), ( )C t  – ðåàëüíîå ïîòðåáëåíèå, ( )b Y t
t

∂
∂

 –

êàïèòàëüíûå çàòðàòû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèðîñòó âûïóñêà ( )Y t
t

∂
∂

 ñ ïîñòîÿííûì

êîýôôèöèåíòîì ïðèðîñòíîé ôîíäîåìêîñòè2) – b .
Îáðàòèìîñòü êàïèòàëîâëîæåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîïóñêàåì îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ ( )Y t
t

∂
∂

, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè, ñîçäàííûå çà ñ÷åò

êàïèòàëüíûõ çàòðàò, ìîãóò áûòü ìãíîâåííî è áåç ïîòåðü ïðåâðàùåíû îáðàòíî â
ïðîäóêò, èç êîòîðîãî áûëè ñîçäàíû.

Îáúåì ïðîèçâîäñòâà ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ àãåí-
òàìè: ïîòðåáèòåëåì-ñîáñòâåííèêîì è ôèðìîé-ïðîèçâîäèòåëåì. Àãåíòû âçàè-
ìîäåéñòâóþò íà äâóõ ðûíêàõ: òîâàðíîì ðûíêå, íà êîòîðîì ïðîèçâåäåííûé ôèð-
ìîé ïðîäóêò äåëèòñÿ íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå, è ôîíäîâîì ðûíêå, ãäå îïðå-
äåëÿþòñÿ ñáåðåæåíèÿ è èíâåñòèöèè è äîõîäû ïîòðåáèòåëÿ.

Ïðîèçâîäñòâî è êàïèòàëüíûå çàòðàòû îñóùåñòâëÿåò ôèðìà. Ôèðìà ðàñïî-
ëàãàåò íåîòðèöàòåëüíûì çàïàñîì äåíåã ( )W t  è èìååò îáÿçàòåëüñòâà ïåðåä ñîáñò-

âåííèêàìè – àêöèè – â îáúåìå ( )A t , ïî êîòîðûì îíà âûïëà÷èâàåò äèâèäåíäû â

ñóììå ( )Z t  â åäèíèöó âðåìåíè. Ñðåäñòâà íà èíâåñòèöèè è âûïëàòó äèâèäåíäîâ

ïðèíîñèò ïðîäàæà ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà ( )Y t  ïî öåíå ( )p t  íà òîâàðíîì ðûí-

êå, à òàêæå ïðîäàæà âûïóùåííûõ àêöèé ( )A t
t

∂
∂

 íà ôîíäîâîì ðûíêå ïî êóðñó

( )s t . Â ðåçóëüòàòå çàïàñ äåíåã ôèðìû èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèåì ôèíàíñîâîãî áàëàíñà (cash flow):

(1.2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )W t p t Y t Z t s t A t p t b Y t
t t t

∂ ∂ ∂   = − + −   ∂ ∂ ∂   
.

Ñîáñòâåííèê-ïîòðåáèòåëü, êîòîðûé â ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò âñþ ñîâîêóï-
íîñòü äîìàøíèõ õîçÿéñòâ â ýêîíîìèêå, ðàñïîëàãàåò íåîòðèöàòåëüíûìè çàïàñàìè
äåíåã ( )M t  è àêöèé ( )S t . Êàæäàÿ àêöèÿ ïðèíîñèò â åäèíèöó âðåìåíè äîõîä ( )r t .
Íà ïîëó÷åííûå äîõîäû ñîáñòâåííèê ïðèîáðåòàåò íà òîâàðíîì ðûíêå ïîòðåáè-

òåëüñêèé ïðîäóêò ( )C t  ïî öåíå ( )p t , à íà ôîíäîâîì ðûíêå – íîâûå àêöèè S( )t
t

∂
∂

ïî êóðñó ( )s t .

                                          
2) Ôàêòè÷åñêè ( )Y t  – ýòî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü, ò.å. çàïàñ îñíîâíûõ ïðîèçâîäñò-

âåííûõ ôîíäîâ, èçìåðåííûé ìàêñèìàëüíûì âûïóñêîì ïðîäóêöèè â åäèíèöó âðåìåíè, êî-
òîðûé ýòè ôîíäû ìîãóò îáåñïå÷èòü. Ïî ñìûñëó ýòî – çàïàñ (ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ), íî ïî
ðàçìåðíîñòè – ýòî ïîòîê. Èìåííî ïîýòîìó â ìîäåëè ïîÿâëÿåòñÿ ïåðåñ÷åòíûé êîýôôèöèåíò
ïðèðîñòíîé ôîíäîåìêîñòè b , èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè è ñìûñë õàðàêòåðíîãî ñðîêà
ñòðîèòåëüñòâà.
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Ïîýòîìó èçìåíåíèå çàïàñà äåíåã ó ñîáñòâåííèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ôèíàíñîâîãî áàëàíñà

(1.3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M t r t S t s t S t p t C t
t t

∂ ∂ = − − ∂ ∂ 
.

Ïîñêîëüêó, êðîìå ñîáñòâåííèêà, äðóãèõ äåðæàòåëåé àêöèé â ðàññìàòðèâàå-
ìîé ýêîíîìèêå íåò, ñîáñòâåííèê äîëæåí ñêóïèòü âñå âûïóùåííûå ôèðìîé àêöèè,
ò.å.

(1.4) ( ) ( )S t A t= ,

à âñå âûïëà÷åííûå ôèðìîé äèâèäåíäû äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëåíû ïî ýòèì àê-
öèÿì

(1.5) ( ) ( ) ( )r t S t Z t= .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ôèíàíñîâûõ áàëàíñîâ (1.2), (1.3) â ñèëó (1.1), (1.4), (1.5)
ñëåäóåò òîæäåñòâî (çàêîí Âàëüðàñà):

(1.6) ( ) ( ) 0M t W t
t t

∂ ∂   + =   ∂ ∂   
,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé çàïàñ äåíåã ó àãåíòîâ íå ìåíÿåòñÿ.
Çàïàñû äåíåã àãåíòàì â ìîäåëè, ïî ñóùåñòâó, íå íóæíû (äåíüãè âïîëíå ëè-

êâèäíû). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íà÷àëüíûå çàïàñû (0)M  è (0)W  ðàâíûìè 0.

Òîãäà èç òîæäåñòâà (1.6) è òðåáîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ( )M t  è ( )W t  ïîëó÷èòñÿ,
÷òî

(1.7) ( ) 0M t = ,  ( ) 0W t =   ïðè âñåõ  [ ]0,t T∈ .

Òåì íå ìåíåå ïðè àíàëèçå çàäà÷ ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûõ
àãåíòû ïëàíèðóþò ñâîè çàïàñû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
áàëàíñû â îáùåé ôîðìå (1.2), (1.3), à ñîîòíîøåíèå (1.7) ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî èç
óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ïëàíîâ àãåíòîâ.

1.2. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ôèðìû

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèðìà äåéñòâóåò â èíòåðåñàõ àêöèîíåðîâ, ñòðåìÿñü ìàê-
ñèìèçèðîâàòü ïîëåçíîñòü èõ áóäóùèõ ðåàëüíûõ äîõîäîâ ( )R t .

(1.8) ( )
0

( ) max
T

tV R t e dt−∆ →∫

ãäå ∆  – ïðåäïî÷òåíèå âðåìåíè, à

(1.9)
( )( )
( )

Z tR t
p t

= .
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Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ( )V ⋅  ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ ñ ïîñòîÿííûì îò-

íîñèòåëüíûì îòâðàùåíèåì ê ðèñêó (CRRA):

(1.10) 
1

( )
1
RV R

−Β

=
− Β

, ïðè 1Β ≠ ;   ( ) lnV R R=  ïðè 1Β = ;

ãäå 0Β >  – îòíîñèòåëüíîå îòâðàùåíèåì ê ðèñêó ïî Ýððîó – Ïðàòòó.
Ôóíêöèîíàë îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (1.8) îáû÷íî ââîäèòñÿ àêñèîìàòè÷åñêè,

êàê âûðàæåíèå ñóáúåêòèâíûõ èíòåðåñîâ àãåíòà [5]. Îäíàêî ôèðìà âñå æå íå
âïîëíå ñàìîñòîÿòåëüíûé àãåíò. Öåëü åé â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñòàâÿò ñîáñòâåí-
íèêè. Ïîýòîìó îäíèì èç âîïðîñîâ, êîòîðûé èññëåäóåòñÿ â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿåò-
ñÿ âîïðîñ î òîì, êàê çàâèñèò ðåçóëüòèðóþùåå ðàâíîâåñèå îò ïàðàìåòðîâ ôóíê-
öèîíàëà ôèðìû ∆  è Β .

Âåëè÷èíû

(1.11) ( ) 0A t ≥ , ( ) 0W t ≥ , ( ) 0Y t ≥ , ( ) 0Z t ≥

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ

(0) 0W = , (0) 0A ≥ , (0) 0Y ≥ ,

ôèðìà ìîæåò ïëàíèðîâàòü ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ â ðàìêàõ áàëàíñà (1.2) íà èíòåð-
âàëå [ ]0,T . Â ÷àñòíîñòè, ìû íå íàêëàäûâàåì îãðàíè÷åíèé íà öåëåâîå èñïîëüçîâà-

íèå ñðåäñòâ îò ïðîäàæè àêöèé è, òàêèì îáðàçîì, íå èñêëþ÷àåì âîçìîæíîñòè îð-
ãàíèçàöèè «ïèðàìèäû»: âûïëàòû äèâèäåíäîâ ïî ñòàðûì àêöèÿì çà ñ÷åò ïðîäàæè

íîâûõ. Êðîìå òîãî, äîïóñêàåòñÿ ñêóïêà ôèðìîé ñîáñòâåííûõ àêöèé ( ) 0A t
t

∂ < ∂ 
.

Âåëè÷èíû öåíû ( )p t  è êóðñà àêöèé ( )s t  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîãíîçû è
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ôèðìû ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè.

×òî ïðîèñõîäèò ïîñëå ìîìåíòà T  íàñ íå èíòåðåñóåò, ïîñêîëüêó ìû â êîíå÷-
íîì èòîãå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâíîâåñèå ïðè T → ∞ . Îäíàêî áóäåì òðåáîâàòü,
÷òîáû ôàçîâûå ïåðåìåííûå â êîíöå ïðîöåññà óäîâëåòâîðÿëè ëèíåéíîìó òåðìè-
íàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ:

(1.12) ( ) ( ) ( ) 0A YW T a A T a Y T+ + ≥ .

Êàê ìû óâèäèì íèæå, êîýôôèöèåíòû Aa , Ya  â ýòîì îãðàíè÷åíèè îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ òðåáîâàíèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, à ñàìî ýòî îãðàíè÷åíèå ïðè-
îáðåòàåò ñìûñë íåîòðèöàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ ôèðìû. Åñëè æå ñîâñåì
íå íàêëàäûâàòü òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, çàäà÷à ôèðìû íå áóäåò èìåòü ðåøå-
íèé ñ «õîðîøèìè» äâîéñòâåííûìè ïåðåìåííûìè.

Èòàê, çàäà÷à ôèðìû – ýòî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.8) ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ (1.9), (1.2), (1.11), (1.12). Åå ðåøåíèå çàäàåò:

• ïðåäëîæåíèå ïðîäóêòà ( )Y t  è ñïðîñ íà ôîíäîîáðàçóþùèé ïðîäóêò

( )b Y t
t

∂
∂

 íà òîâàðíîì ðûíêå;
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• ïðåäëîæåíèå àêöèé ( )A t
 
íà ôîíäîâîì ðûíêå;

• ïëàí âûïëàòû äèâèäåíäîâ ( )Z t ;

• ñïðîñ ôèðìû íà äåíüãè ( )W t

 â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè [ ]0,t T∈  â çàâèñèìîñòè îò ïðîãíîçà öåíû ( )p t  è êóðñà

àêöèé ( )s t  íà âåñü ïåðèîä [ ]0,T .

 
1.3. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííèêà

 
 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííèê âåäåò ñåáÿ ðàöèîíàëüíî. Îí ñòðåìèòñÿ ìàê-

ñèìèçèðîâàòü ïîëåçíîñòü ñâîåãî áóäóùåãî ðåàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ( )C t .

 (1.13) ( )
0

( ) max
T

tU C t e dtδ− →∫ ,

 
 

1
( )

1
CU C

β

β

−

=
−    

ïðè  1β ≠ ( ) lnU C C=  ïðè 1β = ,

 ãäå δ
 
– ïðåäïî÷òåíèå âðåìåíè, à 

 
β – îòâðàùåíèå ê ðèñêó ñîáñòâåííèêà.

 Ñîáñòâåííèê ðåøàåò çàäà÷ó (1.13) çà ñ÷åò âûáîðà âåëè÷èí

 (1.14) ( ) 0M t ≥ ,  ( ) 0S t ≥ ,  ( ) 0C t ≥

 â ðàìêàõ áàëàíñà (1.3) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

 (1.15) (0) 0M = ,  (0) 0S ≥

 è çàäàííûõ ïðîãíîçàõ öåíû ( )p t , äîõîäíîñòè ( )r t  è êóðñà àêöèé ( )s t .

 Êàê è â çàäà÷ó ôèðìû â çàäà÷ó ñîáñòâåííèêà ìû âêëþ÷àåì ëèíåéíîå òåð-
ìèíàëüíîå óñëîâèå îáùåãî âèäà:

 (1.16) ( ) ( ) 0SM T a S T+ ≥ .

 Çàäà÷à ñîáñòâåííèêà – ýòî, ïî ñóòè, ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëü-
íîãî ðàçäåëåíèÿ äîõîäà íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå [3, 5]. Èìåííî ýòî – çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.13) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.14), (1.3), (1.16). Åå ðåøåíèå
çàäàåò:

• ñïðîñ íà ïîòðåáèòåëüñêèé ïðîäóêò ( )C t  íà òîâàðíîì ðûíêå;

• ñïðîñ íà àêöèè ( )S t  
 
íà ôîíäîâîì ðûíêå;

• ñïðîñ ñîáñòâåííèêà íà äåíüãè ( )M t

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè [ ]0,t T∈  â çàâèñèìîñòè îò ïðîãíîçà öåíû ( )p t , äîõîä-

íîñòè ( )r t  è êóðñà àêöèé ( )s t  íà âåñü ïåðèîä [ ]0,T .
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1.4. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ

Ãëàâíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðîãíîçû è ïëàíû àãåíòîâ îïðàâäûâàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî öåíó
è êóðñ àãåíòû ïðîãíîçèðóþò îäèíàêîâî. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìû óæå èñïîëüçîâàëè
âûøå íåÿâíî, êîãäà îäèíàêîâî îáîçíà÷àëè öåíó è êóðñ â çàäà÷àõ ôèðìû è ñîáñò-
âåííèêà. Âî-âòîðûõ, îïðàâäàíèå ïëàíîâ îçíà÷àåò, ÷òî ïëàíû àãåíòîâ óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì áàëàíñîâ (1.1), (1.4), (1.5).

Ñîäåðæàòåëüíî ýòè áàëàíñû îïèñûâàþò ðåçóëüòàòû âçàèìîäåéñòâèÿ àãåí-
òîâ â ðàìêàõ îïðåäåëåííûõ èíñòèòóòîâ.

Áàëàíñ (1.1) îçíà÷àåò âûðàâíèâàíèå ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêòà ôèðìîé ( )Y t  è

ñïðîñà íà ïîòðåáèòåëüñêèé ïðîäóêò ñî ñòîðîíû ñîáñòâåííèêà ( )C t , à òàêæå ñïðî-

ñà íà ôîíäîîáðàçóþùèé ïðîäóêò ( )b Y t
t

∂ 
 ∂ 

 ñî ñòîðîíû ôèðìû â ïðîöåññå îáìåíà

ïðîäóêòà íà äåíüãè íà òîâàðíîì ðûíêå. Àíàëîãè÷íî áàëàíñ (1.4) îïèñûâàåò ðå-
çóëüòàò âûðàâíèâàíèÿ ñïðîñà ñîáñòâåííèêà íà àêöèè ( )S t  è ïðåäëîæåíèÿ àêöèé

ôèðìîé ( )A t  â ïðîöåññå îáìåíà àêöèé íà äåíüãè íà ôîíäîâîì ðûíêå.
Îñîáî ñëåäóåò îñòàíîâèòüñÿ íà áàëàíñå (1.5). Îí òîæå îïèñûâàåò ðåçóëüòàò

âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ, íî óæå íå îáìåíà, à ïåðåäà÷è äîõîäîâ ïî ïðàâó ñîáñò-
âåííîñòè. Åñëè áû ñîáñòâåííèê ó ôèðìû áûë ôàêòè÷åñêè îäèí, òî åñòåñòâåííåå
áûëî áû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îí çíàåò íå äîõîäíîñòü ( )r t , à ñàì ïîòîê äèâèäåíäîâ

( )Z t . Äëÿ òàêèõ óñëîâèé èíôîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåííèêà òîæå ìîæíî ïîñòðîèòü
ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ, íî ðåçóëüòàò áóäåò èíîé, íåæåëè òîò, ÷òî èçëàãàåòñÿ íèæå.
Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ïðåäåëüíóþ àãðåãèðîâàííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ìî-
äåëè, çàïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèå (1.5), ìû âñå æå ó÷èòûâàåì ôàêòè÷åñêóþ ìíîæåñò-
âåííîñòü ñîáñòâåííèêîâ è âîçìîæíîñòü òîðãîâàòü ïðàâàìè ñîáñòâåííîñòè.

1.5. Ðåãóëÿðíîå ìåæâðåìåííîå ðàâíîâåñèå

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëå-
íèè òðàåêòîðèé èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ: öåíû ( )p t , äîõîäíîñòè ( )r t  è êóð-

ñà àêöèé ( )s t  òàêèõ, ÷òî

• çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôèðìû è ñîáñòâåííèêà ðàçðåøèìû (âîç-
ìîæíî íåîäíîçíà÷íî);

• èç ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ( )A t , ( )W t , ( )Y t , ( )Z t , ( )M t , ( )S t ,

( )C t  ýòèõ çàäà÷ ìîæíî âûáðàòü òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ðàâíî-
âåñèÿ (1.1), (1.4), (1.5).

Ôîðìàëüíî áàëàíñû (1.1), (1.4), (1.5) äàþò òðè óðàâíåíèÿ íà òðè íåèçâåñòíûõ
( )p t , ( )r t , ( )s t , íî, êàê îáû÷íî áûâàåò â çàäà÷àõ ðàâíîâåñèÿ, ýòè óðàâíåíèÿ çàâè-

ñèìû (ñì. òîæäåñòâî (1.6)), ïîýòîìó èíôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå â ðàâíîâåñèè
îïðåäåëÿòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Íàñêîëüêî èìåííî – óâèäèì íèæå, à ñåé÷àñ îáðàòèìñÿ
ê òðåáîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ àãåíòîâ.
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Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïðîñòîòó ôîðìóëèðîâîê, çàäà÷è àãåíòîâ îòíîñÿòñÿ ê
êëàññó âåñüìà ñëîæíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Åñëè èñêëþ÷èòü âåëè÷è-
íó ( )Z t  ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.9), òî îáå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â åäèíîé ôîðìå:

(1.17) ( ( )) max
T

tf P t dte χ− →∫
0

ïî ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (0) 0, (0) 0Q≥ =X  è îãðàíè÷åíèÿõ

(1.18) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q t t t t t p t P t
t

∂
= − −

∂
r X s Y ;

 
( ) ( )t t

t
∂

=
∂

X Y ;

(1.19) ( ) 0Q t ≥ ,  ( ) 0t ≥X ,  ( ) 0P t ≥ ;

(1.20) ( ) ( ) 0Q T T+ ≥aX ;

ãäå ( )Q t  – çàïàñ äåíåã, ( )tX  – âåêòîð ïðî÷èõ çàïàñîâ, ( )P t  – «ïîëåçíîå ïîòðåá-

ëåíèå», ( )tY  – âåêòîð ïðî÷èõ ïîòîêîâ, ( )tr  – âåêòîð «äîõîäíîñòåé», ( )ts  – âåê-

òîð «êóðñîâ», ( )p t  – öåíà ïðîäóêòà, à â áîëåå îáùåì ïëàíå, äåôëÿòîð «ïîëåçíûõ
ðàñõîäîâ» – ïîòðåáèòåëüñêèõ ðàñõîäîâ äëÿ ñîáñòâåííèêà è äèâèäåíäîâ äëÿ ôèð-
ìû, a  – âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ, χ  – ïðåäïî÷òåíèå âðå-

ìåíè, à )(⋅f  – ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè òèïà CRRA. Ðàñøèôðîâêó ýòèõ îáîçíà÷åíèé
äëÿ ôèðìû è ñîáñòâåííèêà ñì. â îïð. 2.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.17) – (1.20) áóäåì èñêàòü â êëàññå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ( ) 0P t ≥ , ( )tY  è ñîîòâåòñòâåííî êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

( )Q t , ( )tX .

Çàäà÷à (1.17) – (1.20) – ýòî íåàâòîíîìíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ òàêîé çàäà÷è íåëåãêî äàæå ïðîñòî âûïèñàòü ïîë-
íóþ ñèñòåìó íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè [1].

Îäíàêî ëþáàÿ ñèñòåìà óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè
îáû÷íî âêëþ÷àåò òðåáîâàíèå ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà:

(1.21)

[ ]

( ) ( )

, , ,
0

0

0 ( ), ( ). ( ), ( ) 0

( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) max

T

T

T

Q P

t

Q t t P t t t t t dt
t

f P t t t t t t p t P t Q t dt
t

t t t Q t dt Q T T

e

ξ ρ

χ ξ

ρ

Φ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≥

−

∂ = − + ∂ 

 ∂  + + − − − +  ∂  

+ + + Φ + →

∫

∫

∫
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áåç îãðàíè÷åíèé, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ
( ), ( ), ( ), ( ),t t t tξ ρ Φ ψ φ , êîòîðûå íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû â òî÷êå ìàêñèìóìà ôóíê-

öèîíàëà Ëàãðàíæà âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè3).

(1.22) 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;
( ) ( ) 0, ( ) 0, Q( ) 0;

( ) ( ) 0, 0, ( ) ( ) 0.

t t t t p t P t Q t
t

t t
t

t t t t
t Q t t t
Q T T Q T T

ρ ρ

∂
− − − =

∂
∂

− =
∂

= ≥ ≥
= ≥ ≥

Φ + = Φ ≥ + ≥

 
 
 

φ φ

r X s Y

Y X

X X

aX aX

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.21), (1.22) âñåãäà äîñòàòî÷íî äëÿ
îïòèìàëüíîñòè òðàåêòîðèè. Íà ýòîò ïðîñòîé ôàêò ðåäêî îáðàùàþò âíèìàíèå, ïî-
ýòîìó íèæå ïðèâåäåì åãî äîêàçàòåëüñòâî (ñì. óòâ. 1).

Âñÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, â êàêîì êëàññå îáúåêòîâ ñëåäóåò èñêàòü äâîé-
ñòâåííûå ïåðåìåííûå. Åñëè ìû õîòèì ðåøèòü çàäà÷ó (1.17) – (1.20) äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ (èíòåãðèðóåìûõ) ôóíêöèé ( )p t , ( )tr  è ( )ts , òî â êà÷åñòâå äâîéñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ ( ), ( )t tρ φ  ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûå ôóíêöèè (ïëîòíîñòè
íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð îáùåãî âèäà, [1]), ò.å. îáúåêòû ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûå äëÿ
àíàëèçà.

Íàì, îäíàêî, â êîíå÷íîì ñ÷åòå íóæíû ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.17) – (1.20) íå ïðè
ïðîèçâîëüíûõ, à ïðè ðàâíîâåñíûõ, ò.å. åñòåñòâåííî ñîãëàñîâàííûõ ñ çàäà÷àìè
àãåíòîâ ôóíêöèÿõ ( )p t , ( )tr  è ( )ts . Îïûò èçó÷åíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ñâÿçàí-
íûõ ñ ýêîíîìè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêîé, ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàâíîâåñèè äâîéñòâåííûå
ïåðåìåííûå îáû÷íî èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë äåíåæíûõ
îöåíîê ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà èëè ïëàòû çà âîçìîæíîñòü íàðóøàòü îãðàíè÷åíèÿ.
Ýòè âåëè÷èíû, êàê è öåíû, äîëæíû ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïðåäëàãàåì ñ ñàìîãî íà÷àëà èñêàòü òîëüêî òàêèå ðåøå-
íèÿ çàäà÷ àãåíòîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå äâîéñòâåííûå
ïåðåìåííûå, à èìåííî îáû÷íûå ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî ãëàäêèå äëÿ òîãî, ÷òîáû â
ôóíêöèîíàëå Ëàãðàíæà ìîæíî áûëî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Òî÷-
íåå ýòî âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è àãåíòà íàçûâàåòñÿ íàáîð

ïðÿìûõ ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y  è äâîéñòâåííûõ ( ), ( ), ( ), ( ),t t t tξ ρ Φ φ ψ  ïåðåìåííûõ

òàêîé, ÷òî

1) ôóíêöèè ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y  äîñòàâëÿþò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó Ëàãðàí-

æà ïî ìíîæåñòâó âñåõ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ( ), ( )Q t tX , óäîâëåò-
âîðÿþùèõ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, è ìíîæåñòâó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ( ) 0, ( )P t t≥ Y ;

                                          
3) Ìû íå «ñíèìàåì» ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèå ( ) 0P t ≥ , ïîòîìó ÷òî, êàê ìû

óâèäèì íèæå, îíî â ðåøåíèè âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
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2) ôóíêöèè ( ), ( )t tξ ψ  àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, à ôóíêöèè ( ), ( )t tρ φ  – èçìå-
ðèìû;

3) ïî÷òè âñþäó íà [0, ]T  âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.17) –
(1.20) è â îáû÷íîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâ íà ïðÿìûå ïåðåìåííûå, âêëþ÷åííûõ â
óñëîâèÿ (1.22), íàáîð ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y  èç ðåãóëÿðíîãî ðå-

øåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è (1.17) – (1.20), ïðè÷åì â ñèëó òåõ æå
óñëîâèé (1.22)

[ ], , , ,
0

( ), ( ), ( ), ( ) ( ( ))
T

tQ t t P t t f P t dteξ ρ
χ

Φ
−= ∫ ψ X Yϕ .

Ïóñòü òåïåðü ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t t  X Y  – êàêîé-íèáóäü äðóãîé íàáîð ôóíêöèé,

äîïóñòèìûé äëÿ çàäà÷è (1.17) – (1.20). Òîãäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè äâîéñò-
âåííûõ ïåðåìåííûõ ( ), ( ),t tρ Φ φ

, , , ,
0

( ), ( ), ( ), ( ) ( ( ))
T

tQ t t P t t f P t dteξ ρ
χ

Φ
−  ≥  ∫ 

   
ψ X Yϕ .

Íî, ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè
( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y ,

[ ], , , , , , , ,( ), ( ), ( ), ( ) ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t t Q t t P t tξ ρ ξ ρΦ Φ
 ≥      

  
ψ ψ X Y X Yϕ ϕ .

Òàêèì îáðàçîì, 
0 0

( ( )) ( ( ))
T T

t tf P t dt f P t dte eχ χ− −≥∫ ∫   äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî íà-

áîðà ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t t  X Y , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñîáñòâåííî è îçíà÷àåò, ÷òî, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, óñëîâèÿ
(1.21), (1.22) âñåãäà äîñòàòî÷íû äëÿ îïòèìàëüíîñòè – íå òðåáóåòñÿ äàæå âîãíóòî-
ñòè çàäà÷è. Â äàëüíåéøåì, ðàññìàòðèâàÿ ìåæâðåìåííûå ðàâíîâåñèÿ, ìû áóäåì
òðåáîâàòü íå ïðîñòî ðàçðåøèìîñòè, à ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé çàäà÷
àãåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåãóëÿðíûì ðàâíîâåñèåì íàçûâàåòñÿ íàáîð ïðÿìûõ
( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )W t Y t A t Z t M t S t C t , èíôîðìàöèîííûõ ( ), ( ), ( )p t s t r t

 
è äâîéñòâåííûõ

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),W W Y A Y A W M M S S S Mt t t t t t t t t t tξ ρ φ φ ψ ψ ξ ρ φ φ ψΦ Φ       ïåðåìåííûõ

òàêîé, ÷òî

1) ôóíêöèè ( ), ( ), ( )p t s t r t  îãðàíè÷åíû è èíòåãðèðóåìû íà [ ]0,T ;
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2) íàáîðû

 (1.23)
( )( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) , ( ) ( ), ( )
( )

Z tQ t W t t Y t A t P t t Y t A t
p t t t

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
X Y ; 

 ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) ( ),W Y A W Wt t t t t t tξ ξ φ φ ρ ρ= = = Φ = Φ     φ

 ïðè ( ) 0, ( )t p t=r , ( ) ( ), ( )t s t bp t= −s  îáðàçóþò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ôèðìû

(1.8);
3) íàáîðû

 (1.24) ( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( )Q t M t t S t P t C t= = =X , ( ) ( )t S t
t

∂
=

∂
Y ; 

 (1.25)  ( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( ),M S M Mt t t t t tξ ξ φ ρ ρ= = = Φ = Φ    φ  

 ïðè ( ) ( )t r t=r , ( ) ( )t s t=s  îáðàçóþò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîáñòâåííèêà

(1.13);
4) ïî÷òè âñþäó íà [ ]0,T  âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ (1.1), (1.4), (1.5).

Óòâ. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî, ðàññìàòðèâàÿ ðåãóëÿðíûå ðàâíîâåñèÿ, ìû íå âûõî-
äèì çà ðàìêè èñõîäíîãî èíòóèòèâíîãî ïîíèìàíèÿ ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ. Îä-
íàêî, òðåáóÿ ðåãóëÿðíîñòè, ìû ðèñêóåì âîâñå ïîòåðÿòü ðåøåíèÿ, ïîýòîìó çäåñü
ñëåäóåò ïðîÿâëÿòü îïðåäåëåííóþ îñòîðîæíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, êàê áóäåò âèäíî
íèæå, åñëè èñêëþ÷èòü èç çàäà÷ àãåíòîâ òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ, ýòè çàäà÷è íå
áóäóò èìåòü ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé â ðàâíîâåñèè.

Îáùåå îáñóæäåíèå è èññëåäîâàíèå ðåãóëÿðíûõ ðàâíîâåñèé è ïðîèñõîæäå-
íèÿ òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé â çàäà÷àõ ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèòñÿ â
[4], îäíàêî çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü, íåñêîëüêî âûõîäèò çà ðàìêè ýòèõ îá-
ñóæäåíèé.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è î ìåæâðåìåííîì ðàâíîâåñèè

2.1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîé îïòèìàëüíîñòè

Â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîãî ðàâíîâåñèÿ â ôóíêöèîíàëå Ëàãðàíæà ìîæíî âû-
ïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôóíêöèîíàë ïðèìåò âèä:

(2.1)

[ ]

( )

( )

( ) ( )

, , , ,

0 0

0 0

( ), ( ), ( ), ( ) (0) (0) (0) (0)

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T

t

Q t t P t t Q

f P t t p t P t dt t t Q t dt
t

t t t t t dt t t t t dt
t

Q T T T T

e

ξ ρ

χ

ξ

ξ ξ ρ

ξ ξ

ξ

Φ

−

= + +

∂
+ − + + +

∂

∂
+ + + + − +

∂

+ Φ − + Φ −

 
 
 

 
 
 

∫ ∫

∫ ∫

 







ψ ψ

ψ φ ψ

ψ

 X Y X

r X s Y

a X

ϕ
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ßñíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî êóñî÷íî-äèôôåðåíöè-
ðóåìûì ôóíêöèÿì ( )tX , ( )Q t  ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ïî êóñî÷íî-

íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì ( ) 0P t ≥ , ( )tY  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî÷òè âñþäó íà

[ ]0,T  îáðàùàþòñÿ â 0 ïðîèçâîäíûå ïî ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y  ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-

æåíèÿ â (2.1), à òàêæå ïðîèçâîäíûå (2.1) ïî ( ), ( )Q T TX

(2.2) ( ( )) ( ) ( )tf P t t p te χ ξ−′ = ,

(2.3) ( ) ( ) 0t t
t
ξ ρ

∂
+ =

∂
 ,

(2.4) ( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t t
t

ξ
∂

+ + =
∂

ψ φr ,

(2.5) ( ) ( ) ( )t t tξ=ψ s ,

(2.6) ( )TξΦ = ,

(2.7) ( )TΦ = ψa .

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñîäåðæèòñÿ â [4].
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîðû ïðÿìûõ ( ), ( ), ( ), ( )Q t t P t tX Y  è äâîé-

ñòâåííûõ ( ), ( ), ( ), ( ),t t t tξ ρ Φ φ ψ  ïåðåìåííûõ îáðàçîâûâàëè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå

çàäà÷è àãåíòà (1.17) – (1.20), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî÷òè âñþäó íà

[ ]0,T  âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà (2.2) – (2.7) è óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

(1.22).
Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü.
Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ ( ),tρ Φ  èç (2.3), (2.6) ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ( )tξ  íåîòðèöàòåëüíà

ïðè âñåõ [ ]0,t T∈ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü óñëîâèå (2.2). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ( )P t  – êóñî÷íî-íå-

ïðåðûâíà, òî îíà îãðàíè÷åíà íà [ ]0,T , à òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè ïîëåçíî-

ñòè ( )f ⋅  âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ( ) 0P t > , à ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) ïîëîæè-

òåëüíà è îòäåëåíà îò 0 íà [ ]0,T . Çíà÷èò ( )tξ  òîæå îòäåëåíà îò 0 è â ñèëó (2.6)

(2.8) 0Φ > .

Èç (2.8) â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ â (1.22) ñëåäóåò, ÷òî òåðìèíàëüíîå óñëî-
âèå â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî

(2.9) ( ) ( ) 0Q T T+ =aX .
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ( ) 0tξ >  è ( )tψ  – àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, èç (2.5) ñëå-

äóåò, ÷òî èíôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå ( )ts  â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè äîëæíû
áûòü ïî÷òè âñþäó ðàâíû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðå-
îïðåäåëåíèå ( )ts  íà ìíîæåñòâå ìåðû 0 íå íàðóøàåò óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìè ôóíêöèè ( )ts  â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè äîëæíû áûòü òðàåêòîðèè êóðñà
àêöèé ( )s t è öåíû ( )p t , èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû âåêòîð-ôóíêöèè ( )ts . Íî òîãäà èç

(2.2) ñëåäóåò, ÷òî öåíà ( )p t  ïîëîæèòåëüíà è îòäåëåíà îò 0 íà [ ]0,T .

Ïðè àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ( )ts  ðàâåíñòâî (2.5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

[ ]0,t T∈ . Ïðè t T=  îíî äàåò ñîîòíîøåíèå ( ) ( ) ( )T T Tξ=ψ s , èç êîòîðîãî â ñèëó (2.6),

(2.7), (2.8) âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à àãåíòà èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, òîëüêî åñëè
êîýôôèöèåíòû òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû ñ öåíàìè

( )T=a s .

Ýòîò ðåçóëüòàò èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè îáñóæäàòü âîïðîñ î òîì,
êàê àãåíòû îöåíèâàþò ñâîè çàïàñû â êîíöå ïðîöåññà. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè îíè äîëæíû îöåíèâàòü èõ ïðîñòî ïî ñëîæèâøèìñÿ ê êîíöó êóðñàì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû âîâñå íå ñòàâèëè òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ, òî
ïîëó÷èëè áû óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ( ) 0Tξ =  è ( ) 0T =ψ , äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîòî-

ðûõ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðèøëîñü áû äîïóñòèòü â ìîìåíò T  íåîãðàíè÷åííûå
ïîòîêè: ëèáî ðåàëüíûå ( )P t , ëèáî íîìèíàëüíûå ( ) ( )p t P t .

Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åíû ýòè âûâîäû, ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû óñëî-
âèé îïòèìàëüíîñòè äâîéñòâåííóþ ïåðåìåííóþ ( )Tψ , à òàêæå âñïîìîãàòåëüíóþ

ïðÿìóþ ïåðåìåííóþ ( )tY . Ìîæíî òàêæå èñêëþ÷èòü äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå

( )tξ  è Φ . Äëÿ ýòîãî ââåäåì âìåñòî ( ), ( )t tρ φ  íîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû (ñì. (2.3)):

( )( )
( )
tt
tξ

=
φφ ,

( ) 1( ) ( )
( ) ( )
tt t
t t t

ρ
ρ ξ

ξ ξ
∂

= = −
∂


.

Óðàâíåíèå (2.4) â ýòèõ ïåðåìåííûõ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ( )Tψ  ïðèìåò âèä

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t t t
t

ρ ∂
− + + =

∂
φr s s , à ïîñêîëüêó ( ) 0tξ > , â íåðàâåíñòâàõ â ñîñòàâå óñëî-

âèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (1.22) ( ), ( )t tρ φ  ìîæíî ïðîñòî çàìåíèòü íà

( ), ( )t tρφ . Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (2.2) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ôóíêöèþ

( )P t  òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé. Âçÿâ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ (2.2) ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì:

(2.10) ( ) ( ) ( )
( )

P t t t
P t t
ν

χ ρ ι
∂

− − = − +
∂

,
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ãäå 
( ( )) ( ) 0
( ( ))

f P t P t const
f P t

ν
′′

= − = >
′

 – îòâðàùåíèå àãåíòà ê ðèñêó (ν = Β äëÿ ôèðìû è

ν β=  äëÿ ñîáñòâåííèêà), à 
1( ) ( )
( )

t p t
p t t

ι ∂
=

∂
 – òåìï èíôëÿöèè. Ïîñòîÿííàÿ èíòåã-

ðèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (2.10) â êîíå÷íîì ñ÷åòå îïðåäåëèòñÿ èç òåðìèíàëüíîãî
óñëîâèÿ (2.9), òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àãåíòà ( )tξ  è Φ  îïðåäåëÿòü íå îáÿçà-

òåëüíî4).
Èòàê, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Óòâåðæäåíèå 2.
1) Åñëè ðåãóëÿðíîå ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò, òî òðàåêòîðèè öåíû ( )p t  è êóð-

ñà àêöèé ( )s t  àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, ïðè÷åì

 ( ) 0p t > ïðè   [ ]0,t T∈ .

2) Ïîâåäåíèå àãåíòîâ â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè îïèñûâàåòñÿ óñëîâèÿìè:

(2.11) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );Q t t t t t p t P t
t t

∂ ∂
= − −

∂ ∂
r X s X

(2.12)
( )( ) ( )

( ) ( )
t t

P t P t
t

ρ ι χ
ν

− −∂
=

∂
;

(2.13) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t
t

ρ ∂
= − −

∂
φ s r s ;

(2.14) ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;t t t t= ≥ ≥φ φX X

(2.15) ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;t Q t t Q tρ ρ= ≥ ≥

(2.16) ( ) ( ) ( ) 0;Q T T T+ =s X

ïðè÷åì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (0) 0, (0) 0Q≥ =X  çàäàíû.

2.2. Èíòåãðàë ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà

Óðàâíåíèå ôèíàíñîâîãî áàëàíñà (2.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

(2.17) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q t t t t t t p t P t
t t

∂ ∂ + = + − ∂ ∂ 
s X r s X .

Íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè àãåíòà â ñèëó óñëîâèé (2.13), (2.14), (2.15)

                                          
4) Ïðè æåëàíèè, íàéäÿ âñå ïðÿìûå ïåðåìåííûå, ( )tξ  ìîæíî îïðåäåëèòü èç (2.2), à çà-

òåì Φ  èç (2.6). Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî 0Φ >  è óðàâíåíèå (2.3) âûïîëíÿòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t t t t t t
t

t t t t Q t t t t Q t t t

ρ

ρ ρ ρ

∂ + = + ∂ 
= + + = +

φ

φ

r s X s X X

s X X s X

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåëè÷èíû

(2.18) ( )tΩ = ( ) ( ) ( )Q t t t+ s X

èç (2.17), (2.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

(2.19) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t p t P t
t

ρ
∂

Ω = Ω −
∂

, ( ) 0TΩ = .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âåëè÷èíà ( )tΩ  ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé àíàëîã èíòåãðàëà äâèæåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû óñëîâèé îïòè-
ìàëüíîñòè. Ïî òåîðåìå Íåòåð íàèáîëåå èíòåðåñíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñâÿçàíû
ñ ñèììåòðèåé çàäà÷è. Êàê ïîêàçàíî â [4], èíòåãðàë ( )tΩ  èìååò òî æå ïðîèñõîæäå-
íèå – îí âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî çàäà÷à àãåíòà îäíîðîäíà îòíîñèòåëüíî
çàïàñîâ ( ), ( )Q t tX .

Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê ìû óâèäèì íèæå, è êàê â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå ïîêàçàíî â [4], âåëè÷èíó ( )tΩ  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñîáñòâåííûé
êàïèòàë àãåíòà. Ñîîòíîøåíèå (2.18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóùåñòâó, îò÷åòíûé
áàëàíñ â îñòàòêàõ – îíî âûðàæàåò ñîáñòâåííûé êàïèòàë ÷åðåç äåíåæíûå îöåíêè
çàïàñîâ (àêòèâîâ è ïàññèâîâ).

Ñîîòíîøåíèÿ (2.19) ïîêàçûâàþò, ÷òî íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ñîáñòâåí-
íûé êàïèòàë äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ïðèâåäåííîé ñóììîé ïëàíèðóåìûõ «ïîëåçíûõ
ðàñõîäîâ» ( ) ( )p t P t  (äèâèäåíäîâ äëÿ ôèðìû è ïîòðåáèòåëüñêèõ ðàñõîäîâ äëÿ ñîá-
ñòâåííèêà)

(2.20)
( )

( ) ( ) ( )

u
T

t

t

v dv
t p u P u e du

ρ−
Ω =

∫
∫ .

Ìîæíî ñêàçàòü è ïî-äðóãîìó. Êàê áóäåò âèäíî íèæå, ÷ëåí ( ) ( )t tρ Ω  ñîîòâåò-
ñòâóåò áàëàíñîâîé ïðèáûëè àãåíòà – ðàçíèöå äîõîäîâ è çàòðàò ñ ó÷åòîì ïðèáûëè
îò ïåðåîöåíêè çàïàñîâ. Òîãäà äâîéñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ( )tρ  âûðàæàåò äîõîä-
íîñòü êàïèòàëà àãåíòà, à ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â (2.19) ïîêàçûâàåò, ÷òî êàïè-
òàë îáðàçóåòñÿ èç íåðàñïðåäåëåííîé ïðèáûëè.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (2.20) ïîëîæèòåëüíî ïðè t T≠ . Èçâåñòíî,
÷òî îòðèöàòåëüíîñòü ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà – ýòî õàðàêòåðíûé ïðèçíàê «ôèíàí-
ñîâîé ïèðàìèäû». Òàêèì îáðàçîì, íàëîæåííûå âûøå òåðìèíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,
ñëåäñòâèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå (2.20), ôàêòè÷åñêè èñïîëíÿþò ðîëü óñ-
ëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïèðàìèäû (no ponzi game condition), êîòîðîå îáû÷íî íàêëàäûâà-
åòñÿ â çàäà÷àõ ôèíàíñîâîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, èç (2.20), (2.18) âûòåêàåò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3. Ðåãóëÿðíîå ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò, òîëüêî åñëè íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ îáîèõ àãåíòîâ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

(0) (0) (0) (0) (0) (0) 0QΩ = + = >s X s X .

Íàäî, ïðàâäà, ïîìíèòü, ÷òî â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ (0) 0≥X  çàäàíû, à (0)s  îï-
ðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ
çàâåäîìî îòðèöàòåëüíû (ñì. îïð. 1).

2.3. Ðåæèìû, ðåàëèçóþùèåñÿ â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì îáùèå îáñóæäåíèÿ è ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ ðå-
ãóëÿðíîãî ðàâíîâåñèÿ (1.23) – (1.25). Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (2.14),
(2.15) îïèñûâàþò àëüòåðíàòèâíûå ðåæèìû îïòèìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àãåí-
òîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò
ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî âïîëíå îïðåäåëåííûé íàáîð ðåæèìîâ.

Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì, ÷òî åñëè çàïàñû äåíåã â íà÷àëå ó àãåíòîâ íóëå-
âûå, òî â ðàâíîâåñèè îíè òàêèìè è îñòàíóòñÿ âñåãäà (1.7). Ïîýòîìó â ðåãóëÿðíîì
ðàâíîâåñèè óñëîâèå (2.15) ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ:

(2.21) ( ) 0, ( ) 0Q t tρ= ≥ .

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â ðàâíîâåñèè ( ) 0p t > , ( ) 0C t >  òàê, ÷òî ïîòðåáè-
òåëüñêèå ðàñõîäû ñîáñòâåííèêà ïîëîæèòåëüíû. Â îòñóòñòâèè çàïàñà äåíåã, (1.7),
ïîëîæèòåëüíûå ðàñõîäû òðåáóþò ïîëîæèòåëüíîãî çàïàñà àêöèé (ñì. (1.3)), à ïî-
ëîæèòåëüíîå ïîòðåáëåíèå òðåáóåò ïîëîæèòåëüíîãî âûïóñêà (ñì. (1.1)) òàê, ÷òî â
ðàâíîâåñèè

( ) ( ) 0S t A t= > ,    ( ) 0Y t >    ïðè   [ )0,t T∈ .

Â ñèëó (1.23), (1.24) ýòè íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî â ðàâíîâåñèè óñëîâèÿ äîïîë-
íÿþùåé íåæåñòêîñòè (2.14) äëÿ îáîèõ àãåíòîâ ðåàëèçóþòñÿ êàê

(2.22) ( ) 0, ( ) 0t t= >φ X .

2.4. Ðåøåíèå çàäà÷è ôèðìû

Ñîãëàñíî óòâ. 2 ðåøåíèå çàäà÷è ôèðìû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (2.11) – (2.16),
äëÿ íàáîðîâ

( )( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) , ( ) ( ), ( )
( )

Z tQ t W t t A t Y t P t t A t Y t
p t t t

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
X Y ;

( ) ( ), ( ) , ( ) ( )A Y Wt t t t tφ φ ρ ρ= =φ  ïðè ( ) 0, ( )t p t=r ,

( ) ( ), ( )t s t bp t= −s .

Ñ ó÷åòîì (2.21), (2.22) ýòà ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä:
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(2.23) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p t Y t s t A t bp t Y t Z t
t t

∂ ∂
+ − − =

∂ ∂
;

(2.24)
( )( ) ( ) Δ( ) ( )

( ) Β ( )
W t tZ t Z t

t p t p t
ρ ι− −   ∂

=   ∂    
;

(2.25) ( ) ( ) ( ) 0W t s t s t
t

ρ
∂

− + =
∂

;

(2.26) ( ) ( ) ( ) ( ) 0W t bp t p t b p t
t

ρ
∂

− − =
∂

;

(2.27) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;s T A T bp T Y T− + = .

Èñêëþ÷àÿ èç (2.25), (2.26) ( )W tρ , ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó èíôîðìàöèîííûìè

ïåðåìåííûìè: êóðñîì àêöèé ( )s t  è öåíîé ( )p t :

(2.28) 0

( )

( ) (0)

t
t u du
bs t s e e

ι
 
  
 
∫

= ,  
1( ) ( )
( )

t p t
p t t

ι ∂
=

∂
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.24) – (2.26) âûðîæäåíà: ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíî-
øåíèÿ (2.28) îíà èìååò ìíîãî ðåøåíèé, à ïðè åãî íàðóøåíèè – íè îäíîãî. Íåîäíî-
çíà÷íîñòü îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôèðìû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áåñêî-
íå÷íóþ ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ àêöèé ( )A t . Ïðè íàðóøåíèè ñâÿçè

(2.28) ìåæäó ( )s t  è ( )p t  ôèðìà ëèáî íå âûïóñêàåò àêöèè, ëèáî ñòðåìèòñÿ ðàçìåñ-
òèòü èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïðè ñîáëþäåíèè ñâÿçè (2.28) îáúåì ýìèññèè àêöèé
ôèðìå áåçðàçëè÷åí.

Â ñèëó çàâèñèìîñòè ñèñòåìû (2.24) – (2.26) óðàâíåíèå (2.23) óäîáíî çàìåíèòü
âûòåêàþùèì èç (2.24) – (2.26) óðàâíåíèåì (2.19) äëÿ êàïèòàëà ôèðìû:

(2.29) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t p t bY t s t A tΩ = − ,

à òåðìèíàëüíîå óñëîâèå (2.27) – óñëîâèåì ( ) 0TΩ = . Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

(2.19), (2.24) ëåãêî ðåøàþòñÿ è ñ ó÷åòîì (2.26) äàþò âûðàæåíèÿ äëÿ ( )Z t  è ( )tΩ :

(2.30)
( ) 0

(1 ) ( )

(1 )

(0) 1
( )

1

t
b t u du

b

b T
b

b e e
Z t

e b

ι
 −∆      Β   

−Β−∆ 
 Β 

∫
Ω − Β − ∆

=
 
 Β −
 
 

;
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(2.31) 0

(1 )
( )

(1 )
1( ) (0) 1

1

t b t
t u du b
b

b T
b

et e e

e

ι
−Β−∆      Β  

 
−Β−∆ 

 Β 

 
∫  −

Ω = Ω − 
  − 

.

Èç âûðàæåíèé äëÿ êàïèòàëà (2.31), (2.29), ñ ó÷åòîì (2.28), ïîëó÷àåì ñâÿçü
ìåæäó ïðåäëîæåíèåì àêöèé ( )A t  è ïðåäëîæåíèåì ïðîäóêòà ( )Y t :

(2.32)

(1 )

(1 )
1(0) 1 (0) ( ) (0) ( )

1

b t
t tb
b b

b T
b

ee s e A t bp Y t

e

−Β−∆ 
 Β 

−Β−∆ 
 Β 

 
 −

Ω − = − + 
  − 

.

Ïî îòäåëüíîñòè âåëè÷èíû ( )A t  è ( )Y t  èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèðìû íå îïðå-
äåëÿþòñÿ, íî çàòî òðåáîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ôèðìû ôèêñèðóåò ñâÿçü
(2.28) ìåæäó öåíîé ïðîäóêòà è êóðñîì àêöèé.

Èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïîâåäåíèÿ ôèðìû âûòåêàåò åùå îäíî óñëîâèå íà
ðàâíîâåñíóþ òðàåêòîðèþ öåíû. Ïîñêîëüêó ( ) 0W tρ ≥ , èç (2.26) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(2.33)
1 1( ) ( )
( )

t p t
p t t b

ι ∂
= > −

∂
,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî íà ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ñèëü-
íîé äåôëÿöèè.

2.5. Ðåøåíèå çàäà÷è ñîáñòâåííèêà

Ñîãëàñíî óòâ. 2 ðåøåíèå çàäà÷è ñîáñòâåííèêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (2.11) –
(2.16):

( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( )Q t M t t S t P t C t= = =X , ( ) ( )t S t
t

∂
=

∂
Y ;

( ) ( ) , ( ) ( )S Mt t t tφ ρ ρ= =φ
 
ïðè ( ) ( )t r t=r , ( ) ( )t s t=s .

Ñ ó÷åòîì (2.21), (2.22) ýòà ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä:

(2.34) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0r t S t s t S t p t C t
t

∂
− − =

∂

(2.35)
( )( ) ι( )

( ) ( )M t t
C t C t

t
ρ δ

β
− −∂

=
∂

(2.36) ρ ( ) ( ) ( ) ( ) 0M t s t r t s t
t

∂
− − =

∂

(2.37) ( ) ( ) 0;s T S T = .
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Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû çàäàåò ñïðîñ ñîáñòâåííèêà íà ðûíêå òîâàðîâ ( )C t  è

ðûíêå öåííûõ áóìàã ( )S t . Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó (2.21) â ðàâíîâåñèè äîõîäíîñòü

êàïèòàëà ñîáñòâåííèêà ( )M tρ  íåîòðèöàòåëüíà. Èç (2.36) ñëåäóåò, ÷òî äàæå â ñëó-

÷àå íóëåâîé íîðìû âûïëàòû äèâèäåíäîâ ( ) 0r t =  êàïèòàë ðàñòåò çà ñ÷åò ðîñòà

êóðñîâîé ñòîèìîñòè àêöèé ( )s t .

2.6. Îïèñàíèå ðàâíîâåñèÿ

Òðàåêòîðèè öåí ( )p t , êóðñà àêöèé ( )s t  è íîðìû äèâèäåíäîâ ( )r t  äîëæíû
ôîðìàëüíî îïðåäåëèòñÿ èç áàëàíñîâ (1.1), (1.4), (1.5). Ïîäñòàâëÿÿ ñïðîñ ñîáñòâåí-
íèêà íà àêöèè ( )S t  ñ ó÷åòîì (2.28) è ïîòîê äèâèäåíäîâ ( )Z t  (2.30) â óñëîâèå äå-
ëåæà (1.5) è ïîëàãàÿ

(2.38) 0

( )
( )( )

t r u dus uG t e=
∫

,  
(0) (0) (0) 1 0

(0) (0) (0) (0)
p bY

s A s A
ω

Ω
= = − > ,

ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè ( )G t  íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

(2.39)
( )

1

1

1 1 1 1

0

1

1

( ) ( ) ( )

b

b

b

b

tb bT Tu u
b b

Tt

b e
du du

e b

G t G u e G u e
t

β β δ β β δ
β β β βω

−Β−∆

Β

−Β−∆

Β

− − − − − −
− Β − ∆

Β −

   ∂    =
   ∂       

 

∫ ∫

è íà÷àëüíîå óñëîâèå   

(2.40) (0) = 1G .

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

(0) = (0) 0A S > ,  (0) 0Y > ,  (0) = (0) 0M W =

ñóùåñòâîâàëî ðåãóëÿðíîå ðàâíîâåñèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåêî-
òîðîì 0ω >  óðàâíåíèå (2.39) èìåëî ïîëîæèòåëüíîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðå-
øåíèå ( )G t , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.40).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óæå äîêàçàíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü, ò.å.
ïîñòðîèì ðåãóëÿðíîå ðàâíîâåñèå èñõîäÿ èç ïîëîæèòåëüíîé àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè ( )G t , óäîâëåòâîðÿþùåé (2.39), (2.40) ïðè íåêîòîðîì 0ω > . Ïðåæäå

âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðè ( ) 0G t >  èç (2.39), (2.40) ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîãî

ñîìíîæèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè (2.39), à èç 0ω >  ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ïðàâîé

÷àñòè (2.39). Òàêèì îáðàçîì, ( ) 0G t
t

∂
>

∂
 è èç îïðåäåëåíèÿ ( )G t  (2.38) ìîæíî íàéòè

ðåàëüíóþ íîðìó âûïëàòû äèâèäåíäîâ:
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(2.41)
( ) 1 ( ) > 0
( ) ( )

r t G t
s t G t t

∂
=

∂
.

Çàäàäèì òåïåðü ïðîèçâîëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ òðàåêòîðèþ öåíû
( ) 0p t >  òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (2.33). Òîãäà èç (2.28) ìîæíî îïðåäåëèòü

ñ òî÷íîñòüþ äî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ íîìèíàëüíûé êóðñ àêöèé ( )s t . Çíà÷åíèå (0)s
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ω  è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì èç (2.38). Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå êàïèòàëà ôèðìû îêàæåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

(2.42)

( ) (0)( ) 0,
1 (0)

(0) = (0) (0) (0) (0) (0) (0) 0
1

t
bp t e bYs t

A

p bY s A p bY

ω
ω

ω

= >
+

Ω − = >
+  

Èòàê, èíôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå â ðàâíîâåñèè îïðåäåëåíû. Îíè îïðåäå-
ëÿþò ïîëîæèòåëüíûå äîõîäíîñòè (ñì. (2.25), (2.36)):

1( ) ( ) 0M t t
b

ρ ι= + > , 
( ) 1( ) ( ) 0

( )W

G t
tt t
G t b

ρ ι

∂
∂= + + > .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ )(tWρ  â (2.35), ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

âûðàæåíèå äëÿ ïîòðåáëåíèÿ:

(2.43) ( )
1 1

( ) (0) ( )
b

b
t

C t C G t eβ

δ−

= ,

à èç (2.34), (2.37) ñ ó÷åòîì (2.41), (2.43), (2.42) – âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà ðàçìåùåí-
íûõ àêöèé:

(2.44) ( )
1(0)( ) ( ) (0) ( ) ( ) 0

(0)

T

t

upA t S t C G t G u e du
s

β
β δ−

−= = >∫ .

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå (0)p  âûøå ìû çàäàëè, à (0)s  íàøëè òàê, ÷òî èç (2.44) ïî çà-

äàííîìó (0) 0A >  îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîå ïîòðåáëåíèå (0) 0C > .

Òåïåðü èç (2.32) îïðåäåëèòñÿ âûïóñê ( )Y t , êîòîðûé áóäåò ïîëîæèòåëüíûì,
ïîñêîëüêó êàïèòàë ôèðìû îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì âäîëü âñåé òðàåêòîðèè. Óò-
âåðæäåíèå äîêàçàíî.

2.7. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñèÿ:
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïîëåçíîñòü

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.39), (2.40) è òåì ñàìûì î ñóùåñòâîâàíèè
ðàâíîâåñèÿ â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Óðàâíåíèå (2.39) ñòàíäàðòíûìè
ïðèåìàìè ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà:
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  2 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )y x y x ay x by x x cx fy x gx
x

∂  = + + + + ∂ 
,

êîòîðîå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü èç ôóíêöèè ( )y x  ôóíêöèþ ( )G t , íàäî âûïîëíèòü åùå äâå êâàäðàòóðû è
ðåøèòü äâà êîíå÷íûõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèÿ.

Ìîæíî, îäíàêî, âûäåëèòü ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (2.39), (2.40) ðåøàåòñÿ áåç
òðóäà – ýòî ñëó÷àé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëÿ 1β =
(ñì. (1.13)). Ïðè 1β =  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39) ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðå è äëÿ ðå-
àëüíîé íîðìû âûïëàòû äèâèäåíäîâ (2.41) ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

(2.45)
( )

( ) ( )( )

(1 )
(1 )

(1 )
0

1
( )
( ) 1 1

b T
b u b

t T bt

b t T
u T b

b e
e e es t du

r t b e
e e e

δ δ

δ
δ δ

ω

−Β−∆ 
 −Β−∆ Β   

 − − Β 

−Β−∆ − 
 − − Β 

 
 Β −
 −  = +
− Β − ∆ −

−

∫ ,

êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè 1β = , òî ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò ïðè

âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ , , , ,T b δΒ ∆  äëÿ ëþáîãî 0ω > .
Óòâ. 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåãóëÿðíûå ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè íå åäèíñòâåííû,

ïðè÷åì ýòà íååäèíñòâåííîñòü íîñèò äâîÿêèé õàðàêòåð. Âî-ïåðâûõ, åñëè ðàâíîâå-
ñèå ñóùåñòâóåò ïðè êàêîé-òî òðàåêòîðèè èçìåíåíèÿ öåí ( )p t , òî îíî áóäåò ñóùå-

ñòâîâàòü è ïðè ëþáîé äðóãîé ôóíêöèè ( )p t , óäîâëåòâîðÿþùåé (2.33). Ýòî íå óäè-
âèòåëüíî. Ïîñêîëüêó çàïàñîâ äåíåã àãåíòû íå äåðæàò, èíôëÿöèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè
ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà äåíîìèíàöèè, êîòîðàÿ íå äîëæíà ìåíÿòü ïî ñóùåñòâó
ïîâåäåíèÿ ñóáúåêòîâ ýêîíîìèêè. Ïðè èçìåíåíèè ( )p t  ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè

ðåàëüíûõ âåëè÷èí ( )Y t  è ( )C t , êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, íå ìåíÿþòñÿ. Îãðàíè÷åíèå
(2.33) íà äåôëÿöèþ âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè àãåíòû ìîãóò çàõîòåòü
êîïèòü äåíüãè è ýòî îêàçûâàåòñÿ âûãîäíûì, êîãäà òåìï ïàäåíèÿ öåíû ñòàíîâèòñÿ
âûøå ðåàëüíîé äîõîäíîñòè ïðîèçâîäñòâà, êîòîðàÿ â ïðèíÿòîé ëèíåéíîé ìîäåëè

ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó 1b− . Íååäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñèÿ, ñâÿçàííóþ ñ âîçìîæíî-
ñòüþ ïî-ðàçíîìó ìàñøòàáèðîâàòü öåíû, ìîæíî ñ÷èòàòü íåñóùåñòâåííîé.

Áîëåå ñóùåñòâåííà íåîäíîçíà÷íîñòü 0ω >  â (2.39). Êàê ñëåäóåò èç îáùèõ
ñîîáðàæåíèé è êàê âèäíî äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïîëåçíîñòè (2.45), ñèñòåìà (2.39),
(2.40), åñëè âîîáùå èìååò ðåøåíèÿ, òî â öåëîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé ω . Â òî æå
âðåìÿ òðàåêòîðèè ðåàëüíûõ âåëè÷èí äëÿ ðàçíûõ ω  ðàçëè÷íû.

Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâ. 4 ìîæíî óñìîòðåòü, ÷òî âûáîð âåëè÷èíû ω  ôàêòè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòåí âûáîðó íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ðåàëüíîãî êóðñà àêöèé 
(0)
(0)

s
p

.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî çíà÷åíèå íàñëåäóåòñÿ èç ïðåäûñòîðèè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñ-
òåìû, òî ïîëó÷åííóþ ðàâíîâåñíóþ òðàåêòîðèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàëè-
çèðîâàííîå îïèñàíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Èìåííî òàê ìû áóäåì òðàêòîâàòü
ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè â ðàçäåëå 4 íèæå. Íî ïðåæäå, ÷åì ñäåëàòü ýòî, îöåíèì
ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ.
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3. Ýôôåêòèâíîñòü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ

3.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ

Êàê ýòî ïðèíÿòî â èññëåäîâàíèÿõ ìîäåëåé ðàâíîâåñèÿ, ñðàâíèì ðàâíîâåñ-
íóþ òðàåêòîðèþ ïîòðåáëåíèÿ ñ òðàåêòîðèåé ïîòðåáëåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü áû,
åñëè áû ñîáñòâåííèê ìîã íåïîñðåäñòâåííî ïëàíèðîâàòü ïðîèçâîäñòâî â ñâîèõ èí-
òåðåñàõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñîáñòâåííèê ðåøàåò çàäà÷ó (1.13) çà ñ÷åò âûáîðà
âåëè÷èí ( )C t , ( )Y t  â ðàìêàõ áàëàíñà (1.1) ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè

(0) 0Y ≥ .
Âûøå ïîëîæèòåëüíîñòü âûïóñêà ïîëó÷àëàñü àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó â çà-

äà÷å ïëàíèðîâàíèÿ ïîòðåáóåì òîëüêî, ÷òîáû âûïóñê áûë íåîòðèöàòåëüíûì â êîí-
öå ( ) 0Y T ≥ , à ïîòîì ïðîñòî ïðîâåðèì, ÷òî íà íàéäåííîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè
îí âñþäó ïîëîæèòåëåí.

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ – ýòî ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñ-
òà. Íóæíî íàéòè òàêîå ðàçäåëåíèå äîõîäà íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå (èíâåñòè-
öèè), êîòîðîå áûëî áû îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâà, â äàííîì ñëó÷àå –
àãðåãèðîâàííîãî ñîáñòâåííèêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî âñþ ñîâîêóïíîñòü äîìàøíèõ õî-
çÿéñòâ.

3.2. Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê òîìó æå òèïó, ÷òî è çàäà÷à (1.17) – (1.20),
è äëÿ íåå òàêæå âåðíî óòâ. 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèè äîñòàòî÷íî íàéòè òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà5)

(3.1)   

[ ],

0

( ), ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

t

C t Y t

U C t t Y t C t b Y t dt Y T
t

e

ζ

δ ζ

Ψ

−

=

 ∂  = + − − + Ψ  ∂  
∫



ïî ( )C t , ( )Y t  ïðè íåêîòîðîì íàáîðå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ( ),tζ Ψ , êîòîðûå

íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû â òî÷êå ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:

(3.2)
( ) ( ) ( ) 0

( ) 0; 0, ( ) 0

Y t C t b Y t
t

Y T Y T

∂
− − =

∂
Ψ = Ψ ≥ ≥ .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (3.1) âîãíóòûé, ïîýòîìó òî÷êó åãî ìàêñèìóìà
ìîæíî íàéòè ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïîñëåäóþùèì
âàðüèðîâàíèåì ïî ïðÿìûì ïåðåìåííûì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé:
                                          

5) Ïîñêîëüêó â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ íåò ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, ýòî óñëîâèå, êàê ìîæíî
ïîêàçàòü èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, áóäåò è íåîáõîäèìûì.
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(3.3) ' ( ( )) ( )tU C t te δ ζ− = ,  ( ) ( ) 0b t t
t
ζ ζ

∂
+ =

∂
,  ( )b TζΨ = .

Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ( )U ⋅ , ( ) 0C t > . Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíà, à çíà÷èò ( ) 0tζ > . Íî òîãäà èç ïîñëåäíåãî ñîîò-

íîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 0Ψ > , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåðìèíàëüíîå îãðàíè÷åíèå
( ) 0Y T ≥  âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Èñêëþ÷àÿ èç (3.2), (3.3) âåëè÷èíû ( )tζ  è Ψ ,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óñëîâèé:

(3.4) ( ) ( ) ( )C t b Y t Y t
t

∂
+ =

∂
,  

1

( ) ( )bC t C t
t

δ

β

−∂
=

∂
, ( ) 0Y T = ;

Îíà ëåãêî ðåøàåòñÿ è äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè:

(3.5)
( )

(1 )

(1

(0) 1
( )

1

b t
b

T b
b

Y b e
C t

e

δ
β

β δ
β

β δ

β

 −
 
 

 − −
 
 

− −
=

 
 −  
 

(3.6)

(1 )( )

(1 )

(0) 1

( )

1

b t T t
b b

T b
b

Y e e

Y t

e

β δ
β

β δ
β

 − − −
 
 

 − −
− 

 

 
 −  
 =

−

.

Îáà âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, òàê ÷òî îíè áó-
äóò îïòèìàëüíû è â çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèåì ( ) 0Y t ≥ .

3.3. Óñëîâèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàâíîâåñèÿ

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (3.4) çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþò åäèíñòâåí-
íóþ ýôôåêòèâíóþ òðàåêòîðèþ, (3.5), (3.6). Ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè, çàäàííûå
êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (2.23) – (2.27), (2.34) – (2.37), (1.4), (1.5), íå åäèíñòâåííû. Âû-
ÿñíèì, ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé ýôôåêòèâíûå.

Óòâåðæäåíèå 5.
1. Âñå ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè íåýôôåêòèâíû.
2. Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëÿ ( 1β = ) ïðè ëþáîé ïîëåç-

íîñòè ôèðìû ñðåäè ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé èìåþòñÿ òðàåêòîðèè ñêîëü óãîäíî
áëèçêèå ê ýôôåêòèâíûì.

3. Íà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèÿõ, áëèçêèõ ê ýôôåêòèâíîé (ïðè ëþáîì β ),
äîõîä ñîáñòâåííèêîâ îáðàçóåòñÿ â îñíîâíîì íå çà ñ÷åò âûïëàòû äèâèäåíäîâ, à çà
ñ÷åò ðîñòà êóðñà àêöèé, ñîáñòâåííûé êàïèòàë ôèðìû áëèçîê ê 0, è ôèðìà âûïóñ-
êàåò ïîëîæèòåëüíûé îáúåì àêöèé ïðè âñåõ t , â òîì ÷èñëå è ïðè T → ∞ .
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(3.7) ( )1

1

( ) 1 ( ), (0) (0) (0) (0),
( ) ( )

1( ) (0) 0

1

b t T
b

b T
b

r t s t s A p bY
s t s t t

eA t A

e

δ β
β

δ β
β

− −
−

− −
−

∂
<< ≈

∂

−
≈ >

−
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû ýôôåêòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ áûëà ðàâíîâåñíîé, òî

âåëè÷èíà (3.5) óäîâëåòâîðÿëà áû óðàâíåíèþ (2.35). Â ñèëó (2.36) è óñëîâèÿ ðàâíî-
âåñèÿ (2.28) ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ( ) 0r t = . Íî ïðè ýòîì èç (2.38) ( ) 1G t = , à ýòà

ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.39) òîëüêî ïðè 0ω = 6). Íî òîãäà (0) 0Ω = , à
ïðè íóëåâîì ñîáñòâåííîì êàïèòàëå, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2.4, çàäà÷à ôèðìû
íåðàçðåøèìà. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñðåäè ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé ýô-
ôåêòèâíîé òðàåêòîðèè íåò.

Åñëè ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ áëèçêà ê ýôôåêòèâíîé, òî ( ) 0r t ≈ . Â òî æå

âðåìÿ äîõîäíîñòü êàïèòàëà ñîáñòâåííèêà 
( ) 1( ) ( )
( ) ( )M

r tt s t
s t s t t

ρ
∂

= +
∂

 íå ìîæåò áûòü

ìàëîé, òàê êàê îíà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü äîõîäû, ïîçâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü ïî-
òðåáëåíèå áëèçêîå ê (3.5). Îòñþäà è ñëåäóåò ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (3.7). Ïðè

( ) 0r t ≈  ( ) 1G t ≈ , à òàêàÿ ôóíêöèÿ ïîäõîäèò â (2.39) òîëüêî ïðè 0ω ≈  â ñèëó (2.38),
îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (3.7).

Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èç (2.45) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0ω →
( ) 0
( )

r t
s t

→ , ( ) 1G t → , à (0) (0) (0) (0)s A p bY→ . Èç ýòèõ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, (2.43),

(2.44), ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîòðåáëåíèå ( )C t  íà ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè ðàâíî-

ìåðíî ñõîäèòñÿ ê (3.5). Âûïóñêè ( )Y t  íà ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè òàêæå ñõîäÿòñÿ
ê ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè âûïóñêîâ (3.6), ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îäèíà-
êîâû, à îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (ïåðâîå óðàâíåíèå â (3.4)) áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîòðåáëåíèÿ (3.5) è óñëîâèå íóëå-
âîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðåäåëüíóþ òðàåêòîðèþ îáúåìà ðàç-
ìåùåííûõ àêöèé (3.7) íà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèÿõ áëèçêèõ ê ýôôåêòèâíûì.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ñîäåðæàòåëüíî ðàâíîâåñèÿ, áëèçêèå ê ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè, ìîæíî

îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ðàâíîâåñèÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íà÷àëü-
íîãî êóðñà àêöèé (0)s . Ýòîò ðåçóëüòàò êîððåëèðóåò ñ òåì, êîòîðûé ïîëó÷åí â [4]
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôèðìà íå âûïóñêàåò íîâûõ àêöèé. Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæå-
íèé àâòîðû ðàáîòû [6] âûâîäÿò òðåáîâàíèå ìàêñèìèçàöèè êàïèòàëèçàöèè ôèðìû
âìåñòî òðåáîâàíèÿ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà âèäà (1.8).

Ñèòóàöèÿ, êîãäà ñîáñòâåííèêè îñíîâíîé äîõîä ïîëó÷àþò çà ñ÷åò ðîñòà êóð-
ñà, õàðàêòåðíà äëÿ ÿïîíñêîé ýêîíîìèêè âðåìåí åå ðàñöâåòà. Âïðî÷åì, ïðè ñîïîñ-

                                          
6) Ìíîæèòåëü ïðè ω  â ïðàâîé ÷àñòè (2.39) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïà-

ðàìåòðîâ.
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òàâëåíèè ïîëó÷åííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ñ ðåàëüíîñòüþ íàäî âñåãäà ïîìíèòü, ÷òî
çäåñü ìû ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåì ðèñê êàïèòàëîâëîæåíèé.

4. Èññëåäîâàíèå ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ

4.1. Àñèìïòîòèêà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé
ïðè áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîêàçûâàþò, ÷òî áëèçîñòü ðàâíîâåñíîé
òðàåêòîðèè ê ýôôåêòèâíîé îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì êóðñà
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà÷àëüíûì ñîáñòâåííûì êàïèòàëîì) ôèðìû è íå çàâèñèò
îò âèäà ôóíêöèîíàëà ôèðìû. Ðàâíîâåñíûå, íî íåýôôåêòèâíûå òðàåêòîðèè ìîæ-
íî, òàêèì îáðàçîì, òðàêòîâàòü êàê ïåðåõîäíûå ïðîöåññû «ïîäñòðîéêè» êóðñà îò
ñëîæèâøåãîñÿ â íà÷àëå çíà÷åíèÿ. Òåì ñàìûì îïðàâäûâàåòñÿ íàäåæäà íà òî, ÷òî
ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîä-
íûõ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì õàðàêòåð ýòèõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Çàìåòèì, ÷òî
äàæå êîãäà ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ â öåëîì äàëåêà îò ýôôåêòèâíîé, îíè ìîãóò
ñáëèæàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì ñî âðåìåíåì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà îá àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ðàâíîâåñíîé
è ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèé åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê áåñêîíå÷íîìó ãîðèçîíòó ïëà-
íèðîâàíèÿ, ò. å. ñîâåðøèòü â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè
T → ∞ .

Ïðè áîëüøîì ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ è êîíå÷íîì t  âûðàæåíèÿ (3.5) è (3.6)
äëÿ ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

( )
1

(0) 1
( )

bt
bY b

C t e
δ
βδ β

β

 −
 
 + −

= , 

(1 )

( ) (0)
b t t

b bY t Y e e
β δ
β

 − −
 
 =  ïðè 1 0bβ δ− − < ;

( ) 0C t = , ( ) (0)
t
bY t Y e=  ïðè 1 0bβ δ− − > .

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé ïðè âñåõ
âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðèâåäåíû â òàáë. 4.1.

Òàáëèöà 4.1.

Îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
( )
( )

r t
s t

( )C t ( ) ( )A t S t= ( )Y t

1 0b∆ − + Β > A.1
1 0b bδΒ − ∆ − Β + >

1bδ > 1b∆ >
– + + +

A.2
1 0b bδΒ − ∆ − Β + >

1bδ < 1b∆ <
– – + –

B.1
1 0, 1 0b b b bδ δΒ − ∆ − Β + < Β − ∆ + >

1bδ > 1b∆ >

– – + –
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû

Îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
( )
( )

r t
s t

( )C t ( ) ( )A t S t= ( )Y t

B.2
1 0, 1 0b b b bδ δΒ − ∆ − Β + < Β − ∆ + >

1bδ < 1b∆ <

– – + –

C.1
1 0, 1 0b b b bδ δΒ − ∆ − Β + < Β − ∆ + <

1bδ > 1b∆ >

+ + + +

C.2
1 0, 1 0b b b bδ δΒ − ∆ − Β + < Β − ∆ + <

1b∆ > , 0 1bδ< <

+ – + –

1 0b∆ − + Β < A
1 0bδ− < + + + –

B
1 0bδ− > + + + –

Ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñîáñòâåííèêà ( 1β = ) ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ïðåäåëüíûì ïîëîæå-

íèåì ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè (3.5), (3.6), (3.7) è ( ) 0r t ≈  (ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâ. 5).
Çíàê «+» îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ è ýôôåêòèâíàÿ òðàåêòîðèè â ïðåäåëå ñáëè-
æàþòñÿ, à çíàê «–», ÷òî îíè îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè âñå âðåìÿ. Ïåðå÷èñëåííûå â
òàáë. 4.1 ñëó÷àè èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíûõ
ïàðàìåòðîâ , , ,b δ ∆ Β .

Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû ìîæíî ñäåëàòü äâà âûâîäà:

• Îáúåì âûïóñêà àêöèé ( ) ( )A t S t=  âñåãäà ñõîäèòñÿ ê ýôôåêòèâíîìó çíà÷å-
íèþ, ò.å. ñîîòâåòñòâóåò èíòåðåñàì ñîáñòâåííèêà. Îäíàêî ïðè ýòîì îáúåìû ïîòðåá-
ëåíèÿ è ïðîèçâîäñòâà ìîãóò è íå ñîîòâåòñòâîâàòü ýòèì èíòåðåñàì. Òàêèì îáðàçîì,
ñóäèòü îá ýôôåêòèâíîñòè ýêîíîìèêè ïî äèíàìèêå ôîíäîâîãî ðûíêà íåëüçÿ äàæå
â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ýêîíîìèêè.

• Àñèìïòîòèêà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñîáñòâåííèêà è ôèðìû. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ýôôåêòèâíîñòü áóäåò îáåñïå÷åíà, åñëè ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ ñîáñòâåííèêà 1δ −

äîñòàòî÷íî áîëüøîé, à ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ ôèðìû 1−∆ , íàïðîòèâ, äîñòàòî÷íî
êîðîòêèé (ñëó÷àé Ñ.2). Â ýòîì ñëó÷àå ôèðìà, ìîæíî ñêàçàòü, íå èìååò ñîáñòâåí-
íûõ èíòåðåñîâ íà ïåðñïåêòèâó è ñòàíîâèòñÿ ïîñëóøíûì èíñòðóìåíòîì â ðóêàõ
ñîáñòâåííèêà, êîòîðûé, íàïðîòèâ, ñìîòðèò äàëåêî âïåðåä.

4.2. Ïðèìåðû ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

Äàæå â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ ðàâíîâåñíîé è ýôôåêòèâíîé
òðàåêòîðèè ïî âñåì ïîêàçàòåëÿì (ñëó÷àé Ñ.1 â òàáë. 4.1) íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå
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ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè, êàê ïîêàçûâàåò ðèñ. 1, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ íåòðèâèàëü-
íûé ïåðåõîäíîé ïðîöåññ.
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Ðèñ. 1.

Íà ðèñ. 1 ñïëîøíàÿ ëèíèÿ èçîáðàæàåò ðàâíîâåñíóþ òðàåêòîðèþ ïîòðåáëå-
íèÿ, ïóíêòèðíàÿ – ýôôåêòèâíóþ â ñëó÷àå êîðîòêèõ ãîðèçîíòîâ ïëàíèðîâàíèÿ
ôèðìû è äëèííûõ ãîðèçîíòîâ ïëàíèðîâàíèÿ ñîáñòâåííèêà.
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Êîãäà ó ïðîèçâîäèòåëÿ ãîðèçîíòû ïëàíèðîâàíèÿ äëèííûå, à ó ñîáñòâåííèêà –
êîðîòêèå (ñëó÷àé À â òàáë. 4.1), ñîáñòâåííèê ïîëó÷àåò ïëàíèðóåìîå ïîòðåáëåíèå.
Îäíàêî ïðîèçâîäñòâî, êàê ïîêàçûâàåò ðèñ. 2, íà ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè ðàñòåò, â
òî âðåìÿ êàê íà ýôôåêòèâíîé òðàåêòîðèè îíî ïàäàåò. Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðå-
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íèÿ ïîñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ âûãëÿäèò êóäà áîëåå áëàãî-
ïðèÿòíîé, ÷åì ýôôåêòèâíàÿ.
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Â ñëó÷àå À.1, êîãäà è ñîáñòâåííèê, è ôèðìà èìåþò äëèííûå è ñðàâíèìûå
ãîðèçîíòû ïëàíèðîâàíèÿ, ðàâíîâåñíûå è ýôôåêòèâíûå òðàåêòîðèè ñáëèæàþòñÿ
ïî âûïóñêó è ïî ïîòðåáëåíèþ, îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ðèñ. 3, íåêîå ðàññîãëàñîâà-
íèå ôóíêöèîíàëîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííàÿ è íåíóëåâàÿ ðåàëüíàÿ íîðìà äèâèäåíäîâ.

∗          ∗
∗
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